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La implementación de un modelo de control en una planta sencilla 
SISO es relativamente simple teniendo en cuenta que el sistema consta de 
una única entrada y una única salida, en los sistemas MIMO las variables a 
controlar son como mínimo 2 y cada una con una complejidad diferente 
dependiendo del tipo de tecnología que lo compone, el controlador debe de 
ser capaz de identificar los parámetros del sistema y sintonizarse con la 
planta para lograr la respuesta más eficaz e impedir que se salga de control 
por perturbaciones muy grandes. 
Los sistemas de control como rama de la ingeniería mecatronica son 
los factores diferenciadores de la mecatronica con la automatización y las 
demás áreas de la ingeniería, y el control de fenómenos inestables es un 
reto académico y profesional que aporta conocimientos, experiencias y 
logros al proceso educativo y así mismo seguramente serán implementados 
en la vida profesional con mayor facilidad y perfección. La complejidad de 
un sistema MIMO garantiza que todos los conocimientos en identificación y 
control de sistemas sean aplicados con la mayor exactitud posible de 
manera que se logre la estabilidad de las plantas intervenidas en todo 
momento.  
Así como la implementación de los métodos de control sobre un 
sistema son proyectos llenos de expectativa para los estudiantes, también 
lo son para los docentes y directores que guían con ahínco al alumno en el 
proceso investigativo, y constructivo entregándole satisfacción y dándole 
estatus académico al alumno, al docente y a toda la comunidad universitaria. 
Fuente: Autores. 
Como objetivo se plantea: 
 
Diseñar un sistema de control multivariable para sistemas no lineales 
a partir de controladores lineales variables en el tiempo. 
 
Específicamente: 
 Plantear una metodología para identificación de sistemas 
multivariables no lineales. 
 Diseñar un sistema de control adaptativo para un sistema 
multivariable no lineal. 
 Evaluar el desempeño de los controladores sobre un modelo a 
escala  
  
2 PENDULO INVERTIDO CON RUEDA DE REACCION (RWP) 
 
 
2.1  Introducción 
 
 
El péndulo invertido es uno de los múltiples sistemas dinámicos disponibles 
en física para el estudio, el modelado e implementación en ingeniería de 
control. Gracias  a su inestabilidad, el péndulo invertido es una planta óptima 
para probar una técnica de control y es un sistema muy comúnmente 
estudiado  y adoptado en productos como vehículos de transporte personal 
como segway. 
 
La rueda de reacción por su parte es otro sistema dinámico implementado 
principalmente en la navegación de vehículos espaciales y en el control de 
posición de satélites, telescopios y misiles. La variación del momento angular 
es el principio fundamental que permite el ahorro de combustible y la precisión 
de los movimientos de la rueda. 
 
Se han credo variaciones de ambos modelos mecánicos para evaluar la 
versatilidad y controlabilidad de cada uno, sistemas como el péndulo con 
doble y triple articulación, el péndulo invertido rotativo y en este caso; el 
péndulo invertido con rueda de reacción, sistema que se identificara con el 
método de mínimos cuadrados y sobre el cual se implementara un sistema de 














Figura 1: Imagen real de la planta. Fuente: Autores. 
 
La planta fue concebida y diseñada tomando como referencia visual otros 
modelos comerciales ya probados, tiene como mecanismo base un eje en 
forma de “L” cuya componente horizontal tiene dos puntos de apoyo alineados 
con rodamientos que garantizan el ajuste y un acoplamiento con un 
potenciómetro industrial que funciona como lector de posición angular. En el 
extremo superior vertical del eje “L” se fija una base plástica que soporta el 
motor eléctrico que a su vez tiene acoplado el conjunto de discos que 
conforman el componente activo de la rueda de reacción.  
Todo el sistema está controlado bajo el software Labview y usando el 
Arduino UNO como interfaz de comunicación tomando lectura de la posición 













El modelo matemático del sistema RWP gracias a su similitud y composición 
está basado en el modelo matemático del mismo péndulo invertido con la 
variable de que el elemento generador de toque está en el extremo superior 
del péndulo en vez de estar en el carro móvil, en la base del péndulo. 
 
Para la obtención de las ecuaciones dinámicas se usan las ecuaciones de 
Lagrange  como método primordial para el cálculo del modelo. 
 
La planta cuanta con dos grados de libertas que son la posición del eje 
principal y la posición de la volante quienes son  𝜃1  y 𝜃2 respectivamente,  de 
esta manera de establecen estas como variables de salida del sistema y 
siendo indispensable 𝜃1 y observable o despreciable 𝜃2, sin embargo se tiene 
en cuenta ambas dentro de las ecuaciones dianamicas. El sistema  consta 
entonces de dos variables de salida y una variable de entrada que 
corresponde al voltaje. A continuación se especifican los datos necesarios 
para el levantamiento del modelo dinámico separándose en sus componentes 
mecánicos y eléctricos, así: 
 
 
mp — masa del eje. 
mr — masa de la volante. 
m — masa combinada del eje y la volante. 
Jp — momento de inercia del eje respecto a su centro de masa. 
Jr —momento de inercia de la volante respecto a su centro de masa. 
lp — longitud desde el pivote hasta el centro de masa del eje. 
lr — longitud desde el pivote hasta el centro de masa de la volante. 








𝑚 = 𝑚𝑝 + 𝑚𝑟         (1.0) 
 
𝑚𝑙 = 𝑚𝑝𝑙𝑝 + 𝑚𝑟𝑙𝑟         (1.1)  
 
𝐽 =  𝐽𝑝+𝑚𝑝 𝑙𝑝
2 + 𝑚𝑟𝑙𝑟
2          (1.2) 
 
  
A partir de los datos mecánicos se calculan la energía cinética 𝐸𝑘  y la energía 






∫𝑣2 𝑑𝑚          (1.3) 
  

































          (1.7) 
 
 
El cálculo de la energía potencias se realiza tomando el modelo como un 
mecanismo rígido libre de componentes elásticos donde solo se tiene en cuenta la 




𝐸𝑢−𝑝 = −𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1)             (1.8) 
 
𝐸𝑢−𝑟 = −𝑚𝑟𝑙𝑟𝑔(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1)              (1.9) 
 
𝐸𝑢 = −𝑚𝑙𝑔(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃1)                       (1.10) 
 
 
Como se aprecia en las anteriores ecuaciones (1.7) y (1.10) la energía cinética y 
potencias son el resultado de las sumatoria de las energías correspondientes de 
cada componente (eje y volante). Así pues la forma simétrica de la volante 
suprime la energía potencial de la rueda como un elemento independiente y es por 
ello que no aparece la volante (𝜃2) en las ecuaciones de energía potencial. 
 
La ecuación de Lagrange que representa el sistema es la diferencia entre la 


















Para obtener las ecuaciones de movimiento mediante Lagrange se emplea la 











= 𝜏𝑛         (1.12) 
 
 
Como particularidad del RWP el torque (𝜏) aplicado en la volante por el motor 
genera un efecto (−𝜏) en el eje, y es esta reaccion inversa la responsable de 
transmitir el movimiento del eje del motor al eje principal 
 
A continuacion encontramos las derivadas parciales que se requieren. 
 









= −𝑔𝑚𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜃1             (1.14) 













Como las magnitud de algunas variables del motor electrico son despreciables 
como el coheficiente de friccion, y la constante contraelectromotriz entre otras, se 
simplifica el modelo con la ecuacion resultante. Donde (𝑘) es la constante electrica 
e (𝐼) la corriente. 
 
Se determina que el torque es directamente proporcional a la correinte, asi: 
 
 
𝜏 = 𝑘 ∙ 𝐼         (1.17) 
 
 
De acuerdo a la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que la planta solo 
implementa un motor electrico ubicado en el extremo del eje, se hace evidente que 
la aceleracion de la volante subactua sobre la aceleracion del eje como se expreso 
anteriormente en la ecuacion de movimiento de Lagrange, quedando entonces la 







sin 𝜃1 = −
𝑘𝐼
𝐽𝑝



















Para la implementacion se utiliza un motor DC de iman permanete Mabuchi RS-
385SH con un rango de operación de 6-24 VDC y del cual se obtiene la siquiente 




𝑣(𝑡) = 𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡











Se define entonces que: 
 
 
𝑣(𝑡) = 𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
+ 𝐾𝑡 ∙ 𝜃2̇      (1.22) 
 
Donde 𝐾𝑡  es la constante de torque del motor y 𝑤𝑟  es la velocidad angular, 
informacion disponible en la hoja de datos del fabricante del motor. 
 
  
3  IDENTIFICACIÓN Y CONTROL ADAPTATIVO 
 
 
3.1 Identificación de sistemas 
 
La identificación de un sistema es el proceso algorítmico mediante el cual es 
posible conocer los parámetros y la magnitud de las variables involucradas en un  
proceso mediante adquisición de datos y toma de medidas previo a la ejecución 
de un sistema de control adaptativo. Es un proceso importante y facilitador a la 
hora de modelar un sistema dinámico, permite conocer el comportamiento, hacer 
seguimiento para evaluar el deterioro físico y mejorar la estabilidad de una planta. 
 
En términos generales existen dos tipos de identificación de sistemas dentro de 
los cuales se han desarrollado otra cantidad de métodos que muestran una 
afinidad con tipos específicos de sistemas y que de acuerdo a la experiencia se 
hacen más o menos apropiados para una planta determinada. [4] 
 
 
3.1.1 Identificación en línea 
 
Este tipo de identificación permite conocer los parámetros del sistema a partir de 
mediciones tomadas en tiempo real mediante una manipulación controlada 
manualmente o en funcionamiento errático durante un periodo que permita la 
consolidación de los datos obtenidos. 
 
En este tipo de identificación es indispensable la calibración de los instrumentos 
de medición, conocer los rangos de funcionamiento de los elementos así como 
los límites del sistema para impedir que la planta alcance un punto donde sea 











Aunque existen diferentes métodos desarrollados, en este caso el algoritmo de 
identificación en línea que se usa es el método de identificación por mínimos 
cuadrados que tiene la siguiente forma: 
 
 
Donde φ  corresponde a los datos de entrada y 𝜃 corresponde a los parámetros 




𝜃(𝑘) =  𝜃(𝑘 − 1) +
𝑃(𝑘−1)𝜑(𝑘−1)
1+𝜑𝑇(𝑘−1)𝑃(𝑘−1)𝜑(𝑘−1)
(𝑦(𝑘) − 𝜑𝑇(𝑘 − 1)𝜃(𝑘 − 1))   (2.0)  
 
 
Siendo 𝑃 la matriz de covarianza descrita así: 
  
𝑃(𝑘) = 𝑃(𝑘 − 1) −
𝑃(𝑘−1)𝜑(𝑘−1)𝜑𝑇(𝑘−1)𝑃(𝑘−1)
1+𝜑𝑇(𝑘−1)𝑃(𝑘−1)𝜑(𝑘−1)




3.1.2 Identificación fuera de línea 
 
En este tipo de identificación, las variables de la planta han sido medidas 
previamente y los datos recolectados se procesan en matrices para procesarlos. 
 
Para describir mejor el proceso, se tiene la siguiente ecuación general para 






−2 + ⋯+ 𝛽𝑛−1𝑞
−𝑛
1 + 𝛼1𝑞−1 + 𝛼2𝑞−2 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑞−𝑛
𝑢(𝑘)               (2.2) 
 
La podemos expresar como una ecuación en diferencias de la siguiente manera. 
 


















       (2.3)           
 
Mostrando la ecuación de forma simplificada tenemos que: 
 
𝐵 = 𝐴𝑋                    (2.4) 
 
Donde 𝐴 son los valores de la medición de la entrada, 𝐵 son los datos de salida de 
la planta y 𝑥 los parámetros desconocidos del sistema, el mismo que se desean 
hallar para su implementación en el controlador. 
Siendo 𝑥  el término a despejar y con el cual se construye la función de 
transferencia o se modela el sistema. En este caso también se puede utilizar el 
método de mínimos cuadrados con el cual se obtiene la siguiente ecuación: 
 
𝐴𝑇𝐵 = 𝐴𝑇𝐴𝑋                       (2.5) 
Entonces: 






3.2 Control adaptativo 
 
 
 La técnica de control adaptativo es desarrollada en 1950 como respuesta a 
la necesidad emergente de controlar variables poco estudiadas en equipos 
que deben tener un desempeño optimo en diferentes ambientes, un sistema 
de control capaz de modelar un sistemas dinámico de forma automática con 
todos los parámetros conocidos y después compararlo con el modelo 
dinámico deseado siendo la diferencia entre ambos los parámetros a 
modificar, los cuales hacen parte generalmente de las características del 
controlador. 
 Este tipo de control adaptativo se convierte pues en uno de los más 
estudiados gracias a que es de gran interés cuando de control de plantas que 
involucran fenómenos ambientales o que están expuestas a ellos y al 
deterioro a causa del paso del tiempo.  
 De esta manera es comprensible la utilidad que tienen las técnicas de 
control adaptativo por ser tan útiles en el caso de no conocer totalmente las 
variables del sistema a controlar, cuando se desconoce la función de 
transferencia o cuando las características de los componentes pueden variar 




Figura 5: Descripción del modelo de control adaptativo. Fuente: Autores. 
 
  
4 ACOPLAMIENTO DE SEÑALES 
 
La planta fue diseñada con elementos disponibles y de bajo costo, motores de 
propósito general sensores e interfaces comerciales con el fin de facilitar la 
didáctica de la temática y minimizar el riesgo de fallo por la consecución de 
alguno de sus componentes de repuesto. Así pues se hace necesaria una 
perfecta lectura y procesamiento de datos así como una rápida comunicación y 
efectiva respuesta de los actuadores integrados, por ello es debido tener 
presente los parámetros de funcionamiento de cada uno de los elementos de la 
planta y de ser necesario convertir los datos recibidos en unos de mayor fiabilidad. 
 
 
4.1 Señal de control del motor eléctrico 
 
Un motor Mabuchi RS-385SH alimentado con una señal de 6 - 24VDC, señal 
amplificada por un driver L298 quien recibe un valor de PWM desde una salida 





Figura 6. Configuración del PWM en Labview. Fuente: Autores. 
 
En la parte superior se pueden ver las tres iconos de escritura de PWM 
necesarios para la puesta en marcha del driver del motor, el pin (3) es el 
encargado de transmitir la modulación real de control, los pines (4 y 5) son los 
encargados de indicar el sentido de giro del motor dependiendo de su 
combinación en alto (255) y bajo (0). Se diseña un circuito (posición central) que 
haga el trabajo de intercambiar los valores de PWM alto y bajo automáticamente 
cuando la salida 𝑢𝑘 cambie entre valores positivos y negativos. 
 
El circuito inferior (color naranja) corresponde a la adecuación de la señal de la 
salida de control, un saturador que amplifica valores de control pequeños y los 







4.2 Señal de posición del potenciómetro 
 
Al principio de planteo la opción de implementar un giroscopio para medir con 
precisión la posición del péndulo, dadas las dificultades y la estabilidad de la 





Figura 7. Configuración del potenciómetro. Fuente: Autores. 
El bloque de lectura análoga conectado al puerto (0) del arduino  se configuro 
para interpolar valores desde (1,92VDC) y hasta (2,82VDC) con un valor 
intermedio de (2,27VDC), dichos valores se acondicionan de modo tal que el 
valor de voltaje más bajo antes descrito corresponda al límite izquierdo de la 
planta (-15°), el más alto corresponda al límite derecho (15°) y el valor intermedio 
al punto de referencia (0°). Este procedimiento es necesario para que el algoritmo 




5 IDENTIFICACIÓN DEL SISTEMA Y DISEÑO DEL CONTROLADOR 
 
 
En este capítulo se plantea la forma como se desarrolla la identificación en línea 
de la planta y el diseño del controlador adaptativo. 
 
 
5.1 Identificación del sistema 
 
Mediante el método de identificación en línea mínimos cuadrados, se logran 
hallar los parámetros  que mejor resultado tuvieron durante la prueba de control. 
Estos dos parámetros theta son: 
 
 
𝑎1 = 1,38 





Figura 8. Algoritmo de identificación. Fuente: Autores. 
 
Los parámetros obtenidos para el diseño del controlador y con los que se 
obtuvieron los mejores resultados fueron: 
 
 
𝑘𝑝 = 1,6 
𝑘𝑑 = 0,2 
ℎ = 0,06 












𝑒[𝑘 − 1]         (3.0) 
 
 
𝑢[𝑘] = 𝑐0 + 𝑐1𝑞
















          (3.2) 
 
 




Definimos como polinomio deseado: 
 
𝑃𝐷 = 𝛼0𝑞
2 + 𝛼1𝑞 + 𝛼2          (3.4) 
 










         (3.7) 
 
Reemplazando valores de encuentra que: 
 






𝑒[𝑘 − 1]         (3.8) 
 
𝑢[𝑘] = 𝑐0 + 𝑐1𝑞













        (3.10) 
 
𝑢[𝑘] = 𝑞2 + (1,38 − 8,1836)𝑞 + 5,4612         (3.11) 
 
𝑃𝐷 = 𝛼0𝑞
2 + 𝛼1𝑞 + 𝛼2          (3.12) 
 
























Como parte del proceso del diseño del identificador y del controlador, se prueba 
el métodos de identificación y diferentes controladores con el fin de encontrar el 
algoritmo más apto para el sistema, así pues, se busca que la identificación se 
realice lo más rápido posible y que el controlador sea lo suficientemente robusto 
para responder a una perturbación que lleve al sistema hasta sus límites y 
minimice el error lo suficiente para ser tolerado por la planta. 
 
A continuación se exponen las pruebas que se hicieron a los tipos de 





6.1 Pruebas de identificación 
 
 
Teniendo en cuenta que el driver para el motor dc implementado regula la 
velocidad del motor utilizando modulación de ancho de pulso (PWM), se inicia 
buscando la valor mínimo de señal (0 - 255) con el que el péndulo es capaz de 
salir de cada uno de los límites de control, limites que corresponden a -15° y 15° 




 Desde el punto de referencia, el valor de PWM mínimo para percibir 
movimiento es de +/- 50 
 Para salir del límite izquierdo (-15°) el valor de PWM mínimo es de -210 












-15° 200 < 1 seg -0,27 
15° -210 2 seg 2,34 
 
Tabla 1. Resultados.  Fuente: Autores. 
 
 
Con la planta ya identificada posiciona el péndulo en límite izquierdo y se ejecuta 
el controlador PD adaptativo dando como respuesta un comportamiento optimo 
apenas sobrepasando la referencia y posicionándose rápidamente junto a ella 





Figura 10.  Respuesta del controlador. Fuente: Autores. 
 
 
Se repite el procedimiento posicionando esta vez el péndulo en el imite derecho y 
se ejecuta el controlador PD adaptativo dando como resultado un 
comportamiento menos estable que el anterior y con un error de estado 
estacionario de 2,34, sobrepasa la referencia y se posición más lentamente que 
en la prueba del límite izquierdo. Las variaciones en la respuesta de la planta 
durante la prueba corresponden a una variación del equilibrio propio de la 
construcción, esto hace referencia a una pequeña falta de simetría durante la 














En la siguiente grafica se muestra el comportamiento que tiene la panta 
arrancando desde el limite izquierdo (-15°) y realizando perturbaciones una vez 
alcanzado el punto de referencia.  
Se aprecia como después de todas las perturbaciones el sistema alcanza el 
punto de referencia con un error de -0.001, Se aplican alteraciones externas que 





Figura 12. Respuesta a perturbaciones. Fuente: Autores 
 
 
Se retoman las ecuaciones de movimiento implementadas en la construcción del 
modelo a escala 
 
?̈?𝑝 + 𝑎 sin 𝜃𝑝 = −𝑏𝑝𝑢          (4.0) 
 








     𝒖 =
𝑘𝐼
𝐽𝑝
          (4.2)  
 
  















] 𝑢𝑘          (4.3) 
 
𝑢 = −𝑘𝑥 + 𝑟𝑘          (4.4) 
 









Para la simulación se toma como referencia el mismo sistema no lineal, se 
pretende tener una variable de entrada y 4 variables de salida así: 
 
?̈?𝑝 + 𝑎 sin 𝜃𝑝 = −𝑏𝑝𝑢         (4.5)    
 
?̈?𝑟 = 𝑏𝑟𝑢            (4.6) 
 




Así pues se tienen los siguientes datos de sistema: 
 
𝑏𝑝 = 1.8 
𝑏𝑟 = 198 
𝑎 = 2 
 




  1 0
0 0
0 0
0    0 







































Figura 15. Modelo de simulación. Fuente: Autores. 
 
Se muestra el diagrama interno del subsistema. 
 
 




La grafica del resultado de la linealizacion del sistema. 
 
Figura 17. Sistema linealizado. Fuente: Autores. 
 
Se muestra la respuesta del sistema en lazo abierto de las 4 salidas. 
 
Figura 18. Respuesta en lazo abierto. Fuente: Autores. 




Figura 19. Respuesta en lazo cerrado. Fuente: Autores. 
 
  
7  CONCLUSIONES 
 
 
 Durante el análisis preliminar de señales en el cual se implementó un 
giroscopio digital y a pesar de la rigidez de la planta se observó demasiado 
ruido y vibraciones que impedían una lectura clara de la posición del eje, 
así pues es opta por implementar un potenciómetro lineal acoplado al eje 
que cumple con la resolución y la fiabilidad necesaria para realizar el 
análisis. 
 
 La identificación del sistema es un proceso riguroso y delicado, los datos 
recopilados varían en cada iteración y se debe mantener la planta en 
funcionamiento y movimiento dentro de los límites de control con el fin de 
minimizar la recolección de datos erróneos. se debe repetir el proceso de 
identificación cuantas veces sea necesario para garantizar la estimación 
adecuada de los parámetros del sistema y se implementan los parámetros 
que mejor resultado generan. 
 
 La selección de los polos se hace de manera manual, verificando a prueba 
y error el comportamiento del sistema con cada combinación, se deja a 
criterio del observador con experiencia la ubicación de los polos para el 
controlador. 
 
 La identificación en línea y el control adaptativo proveen la facilidad de 
analizar y controlar sistemas de manera mucho más efectiva y didáctica 
que el engorroso calculo tradicional, además la herramienta de 
instrumentación Labview combinada con arduino se combinan para crear 
una plataforma óptima para el estudio de los sistemas de control. 
 
 La construcción de la planta evidentemente requiere de mucha dedicación, 
se deben eliminar en lo posible todas las variables que disminuyan la 
estabilidad del sistema, una planta óptima debe ser robusta y no 
desajustarse durante las pruebas así como ser simétrica par que tenga el 
funcionamiento deseado en cualquiera de sus ejes. 
 
 Para el desarrollo de proyectos futuros se debe procurar construir una 
planta lo suficientemente robusta como para impedir que el sistema se 
salga de control por variables no contempladas y evaluar la eficiencia de 
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